ANALYSIS

Differentialgleichungen
fur Schule und Studium

Teil 2

Lineare Differentialgleichu~ _

1. Ordnung

Variation der Kc '« 'nte..

Natei 5o °

Sw ' ..Dezember 2023

FRIEDRICH W. BUCKEL

INTERNETBIBLIOTHEK FUR SCHULMATHEMATIK
UND STUDIUM

https://mathe-cd.de




53002 Lineare Differentialgleichungen

Inhalt
1 Begriffsdefinitionen
2 Lésungsverfahren fiir homogene lineare DGL 1. Ordnung. y'= g(x) -y
Beispiel B1 y'=2xy, Allgemein: y'=g(x)-h(y); vy’ M
g(y)
Beispiele: B2 y'-2y=0, B3 J1y+y=0
B4 X-y+y=0
3 Lésungsverfahren fiirinhomogene lineare DGL 1. Ordnung
3.1 Loésung durch Substitution: BS y'=x+y

3.2 Losung durch Variation der Konstanten fiir die Form y'(x) -

Beispiele: B6 y'=y+e”, B7 Y _3x
B8a y'—3—y=x B8 y — v-1
X =53
B9 y,+ﬂ=e TMO Y+ =x-e
X X
B10 y'-2y- 11 x, “ o
B12 v _xy+x° Bi. Y —e*
X+1
B14 tanx-y -sinx
3.3 Losung “'~rgleich n.  rStérfunkt  y(x)
1.7 . Die S.  ~ktion is " ynom
''1a g(x)istkon  nt B16 y'=5y-4,
B17 y'+° =20 B18 3y'-y+2=0
Fall 1b X)is  .ecar
B1Y y'=y+Xx B20 y'+y=-3x
B21 y'-y=2x-3 B22 y'=2y—x+6
Fall 1¢ g(x) ist quadratisch B23 y'-2y=4x’

B24 y'-3y=9x"-1 B25 y'-y=x"-2x+1

<)-y(x)+g(x)

10

10

11

12

13/14

15/16

17/18

19/21

22

23

23

24

25
26

27

28

Friedrich Buckel

www.mathe-cd.de



53002 Lineare Differentialgleichungen 3

2. Fall: Exponentielle Storfunktion y'+r-y=e*
Fallunterscheidung mit der Prifsumme r+s=0 bzw.=0 31/32
B26 y'-4y=e* B27 y'+2y=e> B28 y-2y=e®*  30/32
B29 y'+3y=e* B30 2y'-3y=¢" 33
B31a y'+y=¢e" B31b y'-y=e* !l 34/35
B32 y+iy=e*? 36

Sonderfall: Die Storfunktion ist eine zusammengesetzte e-Funktion

B33 y'=2y+e +x B34 y'=2y+x 37/38

B35 y'+y=x-e” 39
3. Fall: Trigonometrische Storfunktion:

B36 y'=2y+5-sin(x) B37: “+6-sn 40/41

B38 y'+y=5-cos(2x) 42
Sonderfall: Die Storfunktion ist eine Q. ‘~setzte jonome..ische Funktion

B39 y+v  «-sin(x) 43

B40 4y =e”+1r  a(2x) 1 y'-y=2e" sin(2x) 44

sernoulli-Ditv.  ntialgle .1gen werden im Text 53003 behandelt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



53002 Lineare Differentialgleichungen 4

Lineare Differentialgleichungen

1 Begriffsdefinitionen

Eine Differentialgleichung heif3t dann linear, wenn in ihr die Funktion y und ihre Ableitungen

y',y", y", ... nurinder ersten Potenz auftreten.
Beispiele:
a) y'=x*-y+2x ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.
b) y'-2xy = x° ist eine lineare Differentialgleichung 1. Ordnung.
c) y'+y? =1 ist keine lineare Differentialgleichung, @ .o we. auftritt.

d) 5y"+y'-2x’y+x® =0 st eine lineare Differentialgleichunc  Ordnung.

e) yhy =2x ist keine lineare Differentialgleichu ~ day und y‘ ein Proa  bilden.
f) y'-y?-sinx =0 ist keine lineare Different leichun, 1y auftritt.

Von Bedeutung sind lineare Differenzialgleichunger it.  stanten <n:

lhre Form ist: ay"” +a, y" +..+ay+e =h (1)

Wobei die Koeffizienten a; (furi=. . ~stant sind.

~

Besonders wichtig sind die linears  ferenziai,  ~hunge.. = ung, die allgemein diese Form

haben: 4y'+agy =h(x) mi a, =0
und die die linearen Diffe  _ialgleichunc 4. Ordnung.  allgemein diese Form haben:

ay" y'+agy =h(x) mit a, =0

Weitere Beispiele:

g) 4y"-- NN ist linea~ fferentialgleichung 2. Ordnung mit den konstanten

Koeffiz. 0 a;=4, a;=0, ap=-2 und mit h(x)=3x>.

h) ) v'=0 t eine lineare Differentialgleichung 4. Ordnung mit den konstanten
Loeffizienten a;=1, az=a,=0, a;=1unday=0, h(x)=0.

i) y"-x-y'= ist eine lineare Differentialgleichung mit nicht konstanten
Koeffizienten. a, =1,a, =x,a, =0 und h(x)=1

k) y"+2y'=y ist eine lineare Differentialgleichung 3. Ordnung mit den konstanten

Koeffizienten a;=1, a,=0, a;=2, ap=-1 und mit h(x)=0.

Man unterscheidet homogene lineare Differenzialgleichungen und inhomogene.

Man nennt sie homogen, wenn in der allgemeinen Form h(x) =0 ist, sonst inhomogen.

Homogene lineare Differenzialgleichungen findet man in h) und k).

Inhomogene lineare Differenzialgleichungen findet man in a), b), d) und g).
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2 Losungsverfahren fur homogene lineare DGI. 1. Ordnung
Einfuhrungsbeispiel

Die DGL y'=2xy bringt man durch Trennung der Variablen in eine giinstige Form.

Dazu ersetzt man y' durch % und erhalt j_y =2Xy .
X X

Dann bringt man y nach links, x nach rechts:

Also insgesamt so: y'=2xy & % =2xy <& ay _ vl
X

In diesem Fall kann man dann beide Seiten integrieren, also ¢ stammfunktion.  =rechnen:
_[d—y = .[2xdx
y
Zu beiden Stammfunktionen gehort eine Integratic anstantc
In|y|+¢, =x* +c, (1)

Man kommt aber mit einer Konstanten aus, wenn ma. >y n.  “echts bringt: ¢, =c¢, —c;,

Inh" e, m ek (2)
Dann wendet man die Expop- ~tialfunk.  2n: —e '°
x2+c 2
und formt um: e =e" -\

Da e®auch konst? ., kannmar  durch einea. e Bezeichnung C ersetzen und hat:

/(x)=C-e” (3)

Eine alterr _< Ben. ngder. <tar’ _istes,in (2) stattc die Konstante in der Form In‘K‘

zusct  senmit K=0.Dar. =rlauft di. .veitere Umformung so:

Iny|=x*+ { < Inly|-nK|=x* < In%‘:x2
Nun wendetn. ‘'iee-Fur' .1an:
Y _ ¥
K y
I0st den Betrag auf und erhalt
1_ X2 _ X2 _ . x2
=+ o y=1K.e¥ < y(x)=C-e (3)

K

wobei dann +K durch C e R ersetzt worden ist.

Diesen ganzen Aufwand muss man treiben, weil man eine glinstige Form fir die allgemeine Lésung
such und dabei aber die Integrationskonstante nicht weglassen darf, weil eben die allgemeine
Lésung gesucht ist.

Die soeben gezeigte Methode kann man allgemein darstellen:
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Eine DGL der Form |y' = g(x)-h(y)| Iasst sich wie folgt umformen (Trennung der Variablen):

d d d
%:g(x)-h(y) = Tz)zg(x)-dx = J‘lel)zjg(x)dx

Damit eine LOsung existiert, missen noch einige Voraussetzungen erfilllt sein.
Zunachst muss g in einem Intervall a < x <b stetig sein, und ebenso h in einem
Intervall ¢ <y <d. Dann existiert innerhalb des durch diese beiden Ungleichungen

beschriebenen Rechtecks eine Integralkurve als Lésung der Differentialgleichung.
Die Berechnung der Lésung geschieht dann durch Integration.

Annliches gilt fur DGL der Form |y' = % (die man wie oben auch al  Laukt sci.. 1 kann):
dy 9(y) dy  dx dy  x
—_— =" 7 = - - —7 [
dx f(x) aly) f(x) a(y) X)
Oder bei DGL der Form y'= ) :
a(y)
dy _f(x)

oo = g(y)  -f(x)dx = f[g(y, -[f(x)dx

Ein sehr wichtige und off .nutze Rec. ‘'ngist. 3sung einer homogenen
linearen DGL 1. Ordn’ 4 mit kons*anten: ffizienten, wobei man nicht

integrieren muss:

SATZ : JedaDGLder, - y+r-y=0 .dieLésung y,(x)=C-e "
Beweis:  Wirverwende  'n Losui. atz: Yo(x)=C-e™
zusammen mita  \bleitung: Yo'(x)= C-re™
Sinsetzen in die C C-ae™+r.C.e™ =0
“lammern: Ce’™ - (L+r)=0
Die. ~Se’ urd als Funktion nur die Nullfunktion, wenn gilt:

A+r=0 < A=-r

+Xx/2 us

Also kann man sofort sagen: Die DGL y'-1y =0 hat die allgemeine Lésung y=C-e w.
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Jede homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung kann man auf diese Form bringen:

y'=9(x)-y

Losungsverfahren ganz ausfiihrlich:

. dy . dy
1. durch —= ersetzen: —=g(x)-
y dx dx g( ) y
: : dy
2. Variable trennen: —= =g(x)dx
y
3. Beidseitige Integration: J'd—y = jg(x)dx
y
Inly| :Jg(x)dx+C
Ode man verwendet die Integrationskonstante in der Form Ir mit K=0:
In|y| :Jg(; BN
Umstellen: In|y| - In|K| =) x|
Logarithmusregel Inb = In% a ‘enden.
In“\ fg(X)L..
4, Auflésen nach y:
Anwenden der R’ lna=b < =¢°
y’ T Jx
i
y_ iejg(x)dx
K
d
y= iK~e-[ (x)dx
Ig(x)dx
Ersetz. ~ +K durc’ . y=C-e

Im Text 53001 werden sehr viele Differentialgleichungen mit dieser Methode

»Trennung der Variablen* geldst, auch nicht lineare.
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Beispiele
y'-2y=0

Die einzigen Funktionen, die zusammen mit ihren Ableitungen 0 ergeben kénnen, sind

e-Funktionen. Daher macht man diesen

Ansatz: y=c-e®. Esfolgt: y'=c-a-e*
Einsetzen in die DGL: a-ce®-2.ce™ =0
c-e”-(a-2)=0

Da cund ¥ nicht Null sind, folgt ~ (a—2)=0

Daraus ergibt sich a=2
LOSUNG. y=c.e
Man kann sich das auch so merken: Nach dem ~uf Seiv 'nten gilt:

Der Faktor -2 vor y tritt mit umgekehrtem Vc -eic  ~ im Exponenten von e auf.

yl_ 4 n = y =c EIX
y'+y=0
Kurzlésung Ur .nenzu '+ y =0
.osung: y= c.e3x
Ausfi”’ mg: (we  voch..”
’ o atz y ™. Esfolgt: y'=c-a-e™
. otzenin die DGL: a-ce™ +3.ce®™ =0

c-e¥-(a+3)=0
\_W_J
#0

Daraus ergibt . . a=-3

LOSUNG. y=c-e
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Trennung der Variablen: y'=X =N dy_y & :
X dx x y X

Berechnung der Stammfunktionen durch Integration:
| Loy - jldx
y X

In|y| +¢, =In|x| +c,

Auf beiden Seiten wurde integriert, daher erhalten beide Seiten auch ihre Integrationskonstante.
Man kann diese Konstanten rechts zu ¢ zusammenfassen:

In|y| =In|x|+¢, —c, | e
Cc

Ab jetzt zeige ich unterschiedliche Wege der Umformung:

(@)

|y| _ eln‘x‘+r
Splitten: ly| = ¢ g

’

Nun ist €° eine ne’ ~ Konstante, ich *nne .

AuBerdem laute.  ~, ‘e’ =a
Also: ly, x| v = n
y =1k

sstman £ v .en Betrag v weg, dann darf Ke R sein.
Ergebnis: y=

(b) schrei.  ~K .ante cinder Form: c¢=InK|. Dann folgt:
In|y| = In|x| +In[K|

In|y| - In|K]| = In|x]

In1‘=ln|x| | e

K

‘l‘:|x| o Yoix o y = +Kx
K K

Schreibt man dann noch k = +K, dann lautet die L6sung der homogenen

Differentialgleichung:

y=k-Xx
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3 Losungsverfahren fur inhomogene lineare DGI. 1. Ordnung

3.1 Losung durch Substitution

Inhomogene Differenzialgleichungen lassen sich in der Regel nicht durch Trennung der Variablen
I6sen. In manchen Fallen hilft dann eine Substitution weiter, mit der man dann eine

Differentialgleichung erzeugt, bei der dieses Verfahren zum Ziel fihrt.

Hier ein Beispiel, bei dem eine Substitution weiter hilft:

Man verwendet die Substitution u=X+Yy . Durch Ableiten erhdltmr u'=1+y', also. y'=u'-1.
Einsetzen in (1) ergibt u'-1=u

u'= DT u+1

qa,

Jetzt gelingt die Trennung der Variablen: d_u1 =

u+

. . du Y
Stammfunktionen durch Integration: ( 1= j X
T4+

In(u+ +

. — ex+C
Mit neuer Konstanten K- u+1-. o

v -K.e* -1
Ricksubstitution- +y=K-e* -1
Ergebr’ y=K-e"-1-x

S. titutior .« werden im Text 53008 ausfiihrlich behandelt.

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



53002 Lineare Differentialgleichungen 11
3.2 Losung durch Variation der Konstanten:
Zuerst der allgemeine Losungsweg:
Voraussetzung:  Die DGL muss diese Form haben: y'(x)=f(x)-y(x)+9(x)
1. Schritt:  Bestimme die Losung y, (x) der homogenen DGL. y'(x)+f(x)-y(x) =0
In der homogenen Gleichung ist die Stérfunktion g(x) durch O ersetzt worden).
Trennung der Variablen: dy _ f(x)y < ay _ f(x)dx < Id—y = If(x)dx
dx y y
f P
Integration: In|y| :.[f(x)dx = y,=C- '
Oder vereinfacht aufgeschrieben: Yo (X) =C-.rf
2. Schritt:  Man ersetzt die Konstante C durc* ‘ne Fus  ‘on ¢(x).

Das nennt man die Variation der Koir ta. n.

Dann ist der Ansatz fur die Los '~q der inhomog =nG.  ‘Ing:
Y- e X
Ableiten mit der Pror”  .egel: “(x)=v Y+c(x)-r'(x)

Einsetzen indir  .omogene DGL y f(x)-y(x)+9(x)
ergibt: o (X)) +e(x) 1 A)=Ff(x)-c(x)-r(x)+9(x)
Umstellen naci. & nktion:
g(x)=c' r(x)+c(x)-r'(x)-f(x)-c(x)-r(x)
S(%)-r(x) +e(x)- (r'(x) =f(x)-r(x))

=0

Dass die Klamme ist, erkennt man dann, wenn man in die homogene DGL

Yh (X)=C-r(x) einsetzt.

Son. bt 0t g(x)=c'(x)-r(x)
Und daraus folgt: c‘(x):% = c(x)=f%dx+0

Und dann kennt man auch die inhomogene Lésung:
Y(X)=C(x)-r(x)

wobei r(x) der homogenen Lésung entspricht.
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Beispiele zur Variation der Konstanten

Gegeben ist die inhomogene DGL: y'=y+e*
1. Schritt: Lésung der homogenen DGL: y'=y
Trennung der Variablen: &y dy =dx
dx y
Stammfunktion: J'd—y = _[dx = .. > y=c-ef
y
2. Schritt: Loésung der inhomogenen DGL.: y'=y+e* mit ,Variation der Konstanten“.
Ansatz: y =k(x)-e"
Ableitung: y'=k'(x)-e*+F )€ (Produr.  el)

Beides setzt man in die inhomogene Differentialgleich 3 ein:

k'(x)-e* + k()& = k(€ +e* -+ Kk'(x): & k(x)=x+C

Ergebnis: y=( « °
y'+ Y =3x
X
1. Schritt: Losung der homoge . Gleichu y'+ =
X
Man trennt die Variz" y'= Y dh - D ARPIN dy|_ _[9x
X dx X y X
. - 1 1
Integration: J—dy = _.[_
y
|n|y|, \|x|+C»_ T .K=|n5 oder yozh CecR
X X

2.S. * Losungderinh. »>genen Gleichung durch ,Variation der Konstanten®.

Ans. y = @ . 4)

Ableiten (G = .egel): y-:k'(x)'xxj-k(X) 5)

Beides setzt man in die gegebene inhomogene Differentialgleichung y'+X =3x ein:
X

k'(x)-x—k(x) k(x)

" + Z 3x
Zusammenfassen: k(:# =3x d.h. k'(x)=3x*
Integration: k(x) = j3x2dx =x*+C
Einsetzen in (4): = X3;-C =x? +%

Friedrich Buckel www.mathe-cd.de



53002 Lineare Differentialgleichungen 13

Fortsetzung im Original
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